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Abstract. It is shown that the smallest variety of rational languages (in the sense of Eilenbergj 
that is closed under Xleene’s star operation contains all rational languages. Some other results on 
varieties closed under concatenation and shuffle product are given. 
0. l.i4rodluction 
Parmi les problemes les plus classiques de la thkwie des langages rationnels (ou 
“regular events”) figure la recherche de families de langages que l’on puke 
caracteriser par des propri6ds de leurs monoi’des syntactiques., sur ie modele de la 
famille des langages rationnels aperiodiques (ou “star-frel:“, “non-counting” 
etc. . . .): d’apres le theoreme de Schtitzenberger [7], un langage appartient li cette 
fami!le si et sec!ement, si son monoi’de syntactique ne contient point de groupe 
non-tAvial. Eienberg ]2, Vol. B] a donne un resultat g&r&al ;khrmant qu’une teile 
caracGrisa4on est possible pour Ies famihes, qu’il appelle varietes de Iangages, qui 
sont ferrkes par les operations booleennes (union, intersection, complementation), 
par quotient par les iettres de l’alphabet et par homomorphisme inverse entre 
monoi des libres. 
D’autre part, vu le r6le eminent que joue l’operxtion ctoile (0~: iteration: forrna- 
tion C%I sous-monoyde engendre), Ie produit de concatenation et son homologue 
pour :es langages commutatifs le produit d’intercFasscment (“shuWe product”), !l 
est nature1 de chercher quelles varietes de langages rationnels sont fermcer par ces 
dif?Ea :ntes opkationx: c’est I’objet du present article. 
Notre resultat principal (Theoreme 3.2) afhrme que fw se& uarie’te’ feme’e pan- 
e’toile esl celle de tous les hagages rationnels. II s’ensuit que la farr,i:lc de:; iangages 
rationnels peut aussi Ctre caract&isee comme la plus petite f:ik%$e de 82 ngages 9 
v&fiant les cwditions (i) et (ii) ci-dessous, oti X*‘Y designe, p3t.u chaque alphabet 
X, t’ensemble des Iangages ur X qui appartiennent B St: 
(i) Pour tout X, X*9 est une al,@bre de Boole de parties de X*, fermee par 
quotient (a gauche et P droite) par k I# I- - I F Wres de X et par &oite 
(ii) Pour tout X, tout Y et tout ihomomorphisme q de X’ dans Y*, LE Y* 
entraine q-l(I& X*S. 
Qn notera f’absence dl:;r produit de concatenation parmi Ees operations de base 
utilisk, mais en revanche I’apparition des homomorphismes inverses, qui ne 
permet plus de raisonner sur un seul alphabet. 
La preuve du Th6oreme 3.2 utilise un resultat de Pin [6] qui affirme que 
tome variete fermCe par &oile e:t contenant tous les langages finis contiefft 
au& tous les Iangages rationnels. Nous demontrons ici que toute vari6tC 
fermde par $toiIe contient nkcessairement ow les langages finis (Proposi- 
tion 3.3). 
En ce qui concerne le produit de concatenation, Schtitzenberger a montre (S] que 
!es vari&es & groupes, difkries via le th6oreme d’Eilenberg par des proprietes 
portant sur les groupes qui apparaissent dans les mono’ides syntactiques, sent 
fermt%s par concat&ration. Ce sont actuellement les seules variCt& non-triviaIes 
coixnnx ayant eette proprfetk. Du reste, au debut de la section IX.2. de son Pivre, 
qui est eonsacree B la concatenation, Eilenberg note que cette operation est difficile 
B saisir du point de vue des invariants syntactiques. Nous montrons ici, cowme 
conskquence directe du th&rreme de Schiitzenberger, que la plus petite variete 
nontriviale fermee par concadnation .est celle de!; langages aperiodiques (orol- 
f’aire 2.7), qui est aussi la pfus petite variete & groupes. Le probleme de trouver 
des varietis fermees par concatenation autres que les varietes B groupes reste 
ouvert. 
En revanche, nous resolvons k, probleme homologue pour les variCtCs de 
lwngages commutatifs et le produit d’interclrssement: nous montrons qu’une 
varGt6 de 1angJges commutatifs est fern&e par interclassement si et seukment si 
c’est un vari&e ‘kommutative 5 groupes”, c’est-a-dire definie par la commutativiti: 
des monokles syntactiques et des proprietes de leurs groupes (ThCoreme 2.14). De 
plus, nous donnons une caracterisation de ces varietks comme plus petites familles 
fermees par interclassement, par les operations booleennes et contenant certains 
ges de base (Proposition 2.13). 
11 e& aIors facik de montrer que la pius petite variett non-triviale (mais pas 
~~--~~~~me~t commutative) fermee par irrterclassement est Ale des langages 
tiodiqw oxrtmutatifs (Gxollaire 2.15). Ceci pose le probleme de determiner 
tortes les valietb (non comnrutatives) fern&es par interclassement. 
Cktains points de c-e travail, fin part&her la conjecture resolue positivement par 
b Theo&ne 3.2, ont et6 present& dans notre communication au Congres 
entak ef ~mp~t~t~on Theory”, Poznan 1977 [S]. 
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1. Rappels et not&ions 
1.1’. Langages, monoide syiiltactique 
Dans la suite, X d6igne toujours un alphabet fini, et X” le mondnde libre 
engeW-6 par X. Le moi vide. t5lCment neutre de X*, est note I. La longucur d’un 
mot w EX” est design&e par IwI et le nombre d’occLrrences dans w d’une lettre 
x EX, par iwfx. 
Pour tout lailgage Lc X” 1 , .e monoide syntactique de L, d&ig& par Synt(L), est 
le monoi’de quotient de X* par la congruence CT(L) ainsi definie: pour u, 2, f X2’, on 
a u = o mod o(L) ssi Vf, g E X”, fug E L afvg E L. 
Le monolde Synt(L) est iF.omorphe au monoi’de de tratxitions de l’automate 
minimal reconnalssant L. Ceci donne un moyen :;yst;6matiquc: pour calcder Svllrt\/L) 
lorsque L est un langage rationnel (cf. ci-dessous): c’est B ce calcul que nom ferons 
allusion par 1.5 suite. 
1.2. Varidf% de monotdes figts’s 
Ii ne sera question ici que de monoides, possidant un t%ment neuarc qui sera 
not6 1 , et non de semigroupes, q-u; en soni &entl-le!lement d&pourvus. Sur la 
diffCrence de point de vue que re%te la distinction entre mondidcs et semigroupes, 
voir [Z:, Vol. B]. 
Un mondide P &vise wn monoi’de Q s’il est image homomorphe d’tm sous- 
mondide de Q. Rappelons que 1’616ment neutre d’un sous-monoide: est toujours le 
m&me que celui du mono’ide qui lc contient et qu’un homomxphisme de monoi’des 
envoie toujours Z’&ltment neutre de l’objet sur l’Cl6ment neutre de i’;magc. 
On appette en gCnCra1 (cf. [ 11) sous-groupe d’un monoi’de M toutc partie G de A4 
telle que 1~1 restridion 2 G x G de la multiplication dans M ii;bnis>.e G d’unc 
structure de groupe: son element neutre est alxs un Cl6ment idempotent de M, en 
g&&al distinct tie I’ClCment neutre de A4, de sorte qu’un sous-grsoupe n’est pas bn 
sous-mrsnoildc, Pour &iterxet inconv&ient, nous dirons avx Eil’enberg que G est 
un grouge d; ns M. Notons au passage que G divise M, comme im;age htvmomorphe 
du sous-rrono’ide { 1 M} u G de A4 pa::. l’homomorphisme envoya.nt 1.! SW I’idem- 
potent, e’,Cment neutre de G. 
En alg&bre universelle, on appelle va~i& d’algkbres une fa!r~ille d’algt;bre-s ferm& 
par division et par produit direct fini ou infini; suivant un th&o&ne (‘l;lSSit~lit~ tdtl 
Birkhof:, de telles families peuvent 6tre csra.ct&is6es pC -2r des systkmcs d’kj~;‘fio!!~ 
Une val i&Z non-triviale de monoides contient alloss nt2ccssairemen~ des 
infinis. Fk thkorie des langsges rationrlels on a besoin de t~n~~lle\ tk ~ti,;n:?_Cir-\ liili\: 
suivant Eilenberg, mus 6Largirms Ba notion classiquc dc wrnCt2 CII IW ckna~mhrtt 
que ta fermeture par r&L: ti ti irect fini. Seer I’extension ~orpC!,g,c,n~d~2pp~~ clu 
theor&ne de Birkhoff, ir Eilernberg ct Schiiezenberger 131. Dws I;] suiac r!c wa 
article tous les monoT 
1.2. Les monoTdes commutatifs finis, Ies groupes finis forment des varietes 
de monoT&s M3, 
Etin”e denne !2ne variete de monoides finis M, soit B&t la fdmille de tous les 
qui apparaissent dans les monojides appartenant aM On verifie sans peine 
est elle auk une variete. Wcipwquement, a toute variete G ne compdi- 
tant que des grwpes, ou irari6ti de groupes finis, on peut associer univoquement la 
plus grande variete de monoi’des MI telle que MY = G: cette vari6tk est notee c par 
Eilenberg et @’ par Schiitzenberger !,S]; nous l’appellerons la “variete B groupes” 
ee B e. 
1.3. Une variete de monoi%les finis M est une vwi& Cz groupes lorsque 
contient tous les monoides donFt ous lies groupes appartiennent a MGs 
LA. La varietk de ~-US les monoides finis dont tous les groupes sont 
tiviaux. 
IXsignons par L$ le monoide B deux &ments idempotents: 6knent neutxc: et 
z&o. Uz est image homomorphe de tout monoi’de fini qui n’est pas un groupe. La 
plus petite vari&& contenant Ui est tormee de tous lies monoides commutatjlfs et 
idecyten&, ou demi-treillis (semilattices) finis : car tout den&-treillis a y1 g&&a-~ 
honwmorphe. du demi-treilk like a n generateurs, lui-&me 
roduit direct de n exemplaires de UI. Nous la designerons par (U,) I 
De mike, la plus petite variete contenant le groupe cyclique d’ordre premier p, 
ar (Z’& est form&e de tous Ies groupes commutatifs finis d’exposant p. 
variCt6 de mono’ides triviaic est celle dont tous les membres n’ont qu’un 
(leur &rient neutre). 
0~s uG!iserons ultkieurement He rksultat que voici, cons6quence immediate de 
de contient soit (Ul) 
c’esB qu’elle es& co 
LT. Var~&s de langages rationnels 
La famille des parties rationneks de X*, ou Iangages rationnel9 sur X, autrefois 
a]3pek ‘%v&ements r&galliers”, est la plus --etitc famik $11~ parties de . 
contenan”t le langage vide et tous les singolets Ix), avec x E X, et fermie par les trois 
ap&ations rationnelles union, concat&ation et passage au sous-monoide engendri 
(opt%ation ktoile). D’aprks le thborkrne de Kleene, un Iangage L c X* est rationnel 
!;si son tionoi’de syntactique Synt(k) est fini. 
Dans la suite de cet article, tous les langages consid&& seront rationnels. 
D&nition 1.6 (Eilenberg [2, Vz11. B]). Une varie’te’ de langages ‘Y associe a chaque 
alphabet fini X une famile X*‘TF tic parties rationnelles de X* saaisfaisant les trois 
conditions suivantes 
(i) X*T est fermie par les o,pGrations booGennes, union, intersection, 
complementation; 
(ii) &ant dorm6 un autre alphabet Y et un homomorphisme 69 de Y* dans X*, 
LEX*v entratne p-‘(L)E Y*“lr; 
(iii) xt:X et LEXqc7r entrakent Lx-kJPT et x-‘LEX*‘v, avec Lx-‘- 
(w EX? wxEL}etx-‘L={wEX*: xwEL}. 
Si M est une vari& de monoi’de finis, on obtient une vari@t@ de langages ‘I”( 
en prenant pour X*“Y’(A la famille de kx.~s les langages sur X doni Its nx-moi’des 
syntactiques sont daas Rkciproquement, soit (“w) !a pius petite varikt6 de 
monoi’des c~raiena nt les monoi’des syntactiques de tous les langages) d’une vari6t@ 
K 
Th60&i~se 1.7 (T?&r~mz d’Eilenberg [2, Vol. B). On Q les @ailtks: 
En d’autres termes, Pes variktk de !awpages rationrxk et 
monoi’des finis sont en bijection: 
Z@y ‘. : ,a. . L-Fz Per&u 
., j :_ 
r 
La v&t6 dos den&treillis: Soit Y = “Y(( Wr)). 
Pour chaque alphabet X, X*“dr est la fermet*ure booleenne de la famille {Y*: 
YCX). 
D&h&k 2.1. Une vari6t6 de langages rationnels v sera dite Zit&~Ze si pow tout 
alphabet X la famille JC*V contient les singolets (x), pour x E X. 
2.2. La vari6t6 des demi-treillis n’est pas litterale. 
LGSSSW 23. Une varibtt! & langages 7f est fit&ale ssi la variktt? de morwiiies AS(Y) 
contkti U?L monoiiie M posshiant un &hent m tel que E’on ait M 2 MmM 3 
Mm’M. 
Vh-i~ation: Darts 1~s conditions de l’iinonce le sous-monoide de M engendre 
par m figure kgalement clans la Va&% M’(v), ;3insi que son image hOmOmO@e & 
trois &?ments (1, rii, 01, avec fi2 = 0, qui est islomorphe B Synt ({x}) quel que soit 
x E X non vide. La vari6te ‘Jf est done littkalc. 
Eciproque.ment, si cette widition sur M(TJ n’est pas satisfaite, c’est que tous 
les membres de M(“v) sent des unions de groupes, ce qui entrake que, pour tout X 
non tide, les langages de X*T sont soit vides, soit infinis et 7r n’est pas lit&ale. 
2.2. 
2A Une vari&C de langages rationnels Y sera dite fermke par conca- 
tinatkm si, pour tout alphabet X, la famille X*v est fermee par concatenation. 
d’un th&&me de Schiitzenberger [8], toute vari&C de 
y) soit une vari6tc a groupes est ferm6e par concatenation 
(cf. 12, Vol. B]). 11 serait interessnnt d’en connaitre d’autres, notamment clans 
~‘~~~~e desph&romi?nes Ii& a l’operation etoile: voir a ce sujet [S]. 
La plus petite de ces varikth est, naturellzment, la varietC 31~ des langages 
(%p) &ant la wriCI6 des monr,i’des finis dont tous les groupes sont 
ue de Schiktzenberger (cf.[2, Vol. B]) peut se refor- 
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e 2.6 (Schiitzenberger). I?Ip est la plus petite vari&d litt&ale ferrn&e par 
conci2 tbmtion. 
:orollaire 2.7.9Ip est la plus petite varie’re’ non- triviale fermie pas concathmtion. 
Ce lcorollaire suit du Th5oreme 2.6 et de la 
Propmitiom2.8: Toute vari& non-t rivfde fermie par cmcate’natisn est litte’rale. 
DCmrolnstration, Soit T une variete satisfaisant nos hypotheses: il nous suffit de 
trouver dans M(Y) un monoide _M auquel s’applique le Lemme 2.3. 
D’abord, M(V) contient (UJ: s’il n’en etait pas ainsi, d’apres le Lemme 1.5, 
M(V) devait contenir (2”) poclr un certain nombre premier p et ne se composer 
que die groupes; montrons que ces deux conditions sont contradictoires avec la 
fermeture par concatenation. Soit X =- {n, y}: la famille X*V ccontient ies cieux 
langages L’= (Xp)* et L”= ((y*x)py*)*--qui ont tow deux Z&, comme monoi’de 
syntacmtique-done aussi leur produit L’L”. Ainsi, (V) contient 1s monoi’de 
Synt(L’L’) qui n’est pas un groupe: en effet, L’L” contient l’ideal A Croite 
(~cy~-‘)p-~ X*,-car pour chaque mot w c X*, on peut choisir k s p - 1 tel gue l’on 
ait I(xyP -‘)k wlx = 0 mod p, c’estkdire (PJ n-*)k w E L”; avec h = p - 1 - k, on a 
d’autre part (~y~-‘)~ EL’, d’ou (xyP-“~-’ WE L’L”--et si Synt (L’L”) ktait un 
groupe on aurait L’L” =X*, ce qui n’est pas puisque un mot de la forme x” figure 
dans L’L” ssi n = 0 mod p. 
La variete de langages ‘V contient done “I”((U,)), la variete des demi-trell5. ) et 
pour X ={x, y} fisus av5ns x+ = x*\{l] cX*Y, dt-’ n-Gme y+E X’V et par suite 
x+y% X*Y. soit alors A4 = (“I/“) et m l’ima_pr d’:.: mot xy dans : il 
est clair que M ~MwzA4 ~Mm21LI = (0) ce qui etablit ta Proposition 2.8 et ile 
Corollaire 2.7. 
2.3. 
Rappelons que l’interclassement (en anglais “5, 
Eilenberg,) de deux mots ck et v de X* est l’ensejanble 
204 J.47 perros 
I)&&it,m 2.9, Une vari6t6 de langages ra:&nels V est dite fermbe par interclus- 
sement si pour tout alphabet X, la famille X*‘:V est fermee par interclassement. 
&em,ple 2.10, La varibte Cwrt des langages rationnels commu~wifs, pour laquelle 
&2(&n) est formee de tous les monoi’des wmmutatifs finis, est fermee par inter- 
classement. En revenche, la variete des demi-treillis, strictement contenue dans 
C&m, ne l’est pas. 
Propo&io~ 23_X9 Toute vari& non-triviale fejmt?e par interclassement est li’tt~rale. 
Demo~Won. Soit V une var%te satisfaisant les hypotheses. La vari&6 de 
mono’ides M(V) contient nkessairement ( U1), sinon d’aprbs le Lemme 1.5 elle 
dewait contenir (Zp) pour un wrtain nombre premier p et ne se composer que de 
groupes: montrons que ces conditions sont contradictoires. 
Avec X = ix, y), la famille X*V contkat les langages C= (XF)* et L”= 
((y*x)py*)* que now avons utilist% dans la preuve de la Proposition 2.8, ainsi que 
leur interclassement L”u.r%-‘: or ce demier lzgage est strictement content dans X*, 
car on a .8 E L’,tnrL” ssi k = 0 mod p, et ii contient le produit LZ”, done l’ideal & 
droite (3Yp-‘y- ? - -* X $f- pw.9-e 49 ia Proposition 2.8), ce qui entraine que 
Synt(L’mL*) n’est pas un groupe. 
Par conskquent, nous trouvons dans X* V les langages x + = x *\{ 1}, x%rx+ = xx * 
et {x} = n+\.&, ce qui etablit la Proposition 2.11. 
Nous allons caract&iser les vari.&& commutatives, i.e. contenues dans ku, et 
fern&es par interclassement. 
11 2.12. Nous appellerons van’&6 commutative b gsoupes toute variete de 
rmonozdes fink formee de tous les monoides commutatifs qui appatiennent & une 
variete & groupes donrGe. 11 est c&air que cette dernikre peut toujours $tre choisie 
~armi les vari&% k groupes commutatifs . . . . 
e 2.13. La plus petite variete commutative B groupes est celle des monoi’des 
commutatifs dont tous les groupes sont triviaux, qui sont aussi les monoi’des 
commutatifs dont toutes les B-classes sont triviales. 11 lui correspond la vari&5 
9lg it Gout des langages aperiodiques commutatifs. 
IJw ~a-+&! commutative non- triviale V est fermke pw iat.te?+:.Yse- 
(“br) est uric vixi&? commutative h groupes. 
e . Ln plus petite varibW nofi -triviale fermke par interclasserreent est la 
va&W 8.~ n Cssm des langdge:, aphiodiques commutatifs. 
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we (bY) contient (U,) ou (Z,) pour un certain p, qui sont toutes dcux CO 
mutatives. La plus’petite vari&6 de ce genre est done commutative $:t le thkorkn~e 
p&&dent: s’applique. 
Notons au passage que l’hypothkse de commutativitk ne se laisse pas aiskment 
supprimer: pour des langages non-commutatifs, l’interclassement peut faire 
n??araTire des groupes, comme le montre l’exemple suivant, sur X = {x, y}: ‘(x yy)* 
et X* sent dans X*9@, mais non (xyy)*u& dont l’in+ersection avec (xy)* donne 
[(XY )‘I** 
D&nom&ration du TMtmbne T une variGt6 commutative non-triviale 
ferm& par interclassemenit, et (clr) la vari& de monoi’des corn 
correspondante. Designons par la vari& corn e % groupes d8inie par les 
groupes de la vari& M: il s’a On sait [2, Vol. B, V.1.31 
que toute varikt6 de monoi’des commutatifs est engendr@e par les monoi’des 
cycliques qu’elle contient. Comme on a r construction, il sufit de monter 
que M contient tous les monokks cycliques de 
Un monoi’de cyclique de pkiode p et de pr6piriode 9, soit Zp,s (notation de 
[2, Vol. I?)] divise le produit direct du mon ap&-iodique de pr6pCriode q, Z1 . 4 
du group2 cyclique 2’. Or , il appartient 5 par dkfinition, ssi ZP appartient ?I 
Nous n’avons done plus & montrer que l’appartenance de ZI,, 5 pour tout enPIer 
q; du %if que &,,# est image homomorphe de &, si q’s - q, nous pouvons supposer 
4 2 2. Soit alors x E X quelconque; le monoi’de Z3,q est isomorphe ti Synt({x’-l)), et 
{x’_‘) = {x”} I.u {x} l l l w{x}[(q - 1) fois] fait park de X*Y puisque Y est 1 en 
vertu de la Proposition 2.11 et fermie par interclasstment. Ceci ktablit et 
l’implication de gauche B droite du thkorkme. 
Rkciproquement, soit 7r une vari& de langages et supposons que (Y) soit 
commutative B groupes. Alors ‘T est evidemment non-triviale. 
Nous inspirant de la dkmarche de Schiitzen5erger [Sj, nous prouvons que ‘k” est 
fermke par interclassement comme conkquence directe des deux Iemmes 
suivants. 
$2,16. Pour deux langages quelconques L’, L”c X*, le rnonoi’de sy 
Synt(L’u,L”) divise be monoible des parties du prod& direct Synt (L’) x Syn 
Wrifwation: DCsignons par p’ et cg” les hs 
de L”, Qui envoient X* sur M’= 
Qn a cp(O=~(d~), rp”W= w, l”)lq ui est IWment neutre de P(M’ x Ad”), et 
~PIH’*:)(P(Wq)=i[((P’(W~W;), cp”(W”, w?)): w1. E w; Lu WY, W2E w; Ill w$); 
or le mot wlwz figure dans l’interclassement de deux autres mats w’ et w”ssi w’ s’krit 
wiw$ et-w” =:“w’;‘w$ avec w1 E wi UI w4 et w2 E: w$ LIP: w$, de sorte que l’ensemble de 
couple& eti questitiidn est exactement rg(wtw~). CJ est. done un hornomorphisme de X* 
dans.B(w x A#“), et Synt(L’ru L”) est image homomorphe du sous-mono’ide cp(X*) 
de B(M+xIti”), ce qui Ctablit le Lemme 2.46, 
Lemme 2.14. Si un monoG& commui44uffzni M appartient ir ui+ze varit% G groupes M 
a,brs le monoi’de des parties S(M) appartient kgalement ci M. 
V&ijication: Soit G un groupe dans P(M). En tant que groupe abelien fini, G ext 
produit direct @an krrnombre fini de groupes cycliques primaires, i.e. dont l’ordre est 
puissance d’ca nornbre premier. Jl appartient done i M ssi tous ses sous-groupes 
cycliques prionaires alplpartiennent B M, ce pourquoi il suffit que l’ordre de chacun 
de ses &%nents divisr: le p.p.c.m. des pCriodes des d1Cments de M. 
Soit p x 9.p.c.m.: il nous suffit done de prouver que pour towe partie A de M la 
p&ode Cc A d,ans$(M)divise p. C’est le Lemme 1 de: [4] dent now reproduisons ici la 
dCmonstration pour la commoditC du lecteur. 
11 s’agit de montrer l’existence d’un entier n tel que A” = A”“9 Nous pro&dons 
par rkurrenw sur F =- Card(A). Le rksultat est immkdiat si r = 1. Supposons done 
r > ! e’i posons A = in) u A’, avec a$ A’; dQignons, par Q et 4 les pkpkiodes de. 
A’ et de a respwtivement et choisissons n > Q + q ,+p. On a alors A”+p = A”, car 
les deux membres se dkeloppent en A”’ =UiZ~A’“-iai et AnCp - 
(&+p A”“+P-jaj; pew i <q OE 2 rz -i :. Q, d’oil en vertu de l’hypothkse de 
rCcurrencc:, A’“-i = Afnbi+q et le moname .A”‘-icii =T A’n+p-iai se retrcruve dans le; 
dkveloppement de Ah”P; Je mZme pour i 5 q on a a i = a ‘*’ par dC$nition de 4 et 
& $j, e$ il vient Arr’-iai = A’n-iai+p = A”*+P-(‘+P)a i+P qui figure aussi dans le 
d&ewppement de ARTP; d’oti A” c A”+$‘. Rkciproquennent, on a A”‘fp-ja.i = 
Aln.-‘~ i en prenant, si i < n - 
l’hypoth&e de rkurrence j 
8, i=j (car alors on a n+p-jGs,u+Q et on utilise 
, ct si _i>n-Q, i=j-p {car alorsj-i)>q, done a’= 
aimp par definition de p et ‘4); done A” c A”+p. Ceci: ach&e de prcwer le Lcmme 
2.17. 
La An de la preuve du TIGor&me 2.14 suit directement l-es Lemmes 2.16 et 2.17. 
Le TMor&ne 2.14 conduit 8 caract&iser les families X*Y; oti M(Y) est une 
variCtC commutative B groupes, en faisant jouer un rG1e central k l’optkation 
d’interclassement--& lia diffkrence des caractkisations par fermeture boclknns 
don&es par Eilenberg dans der, cas analogues [2, Vol. B, VIII. 31. 
‘uogeu?lextoD ap gnpoJd ai lnod sanb!po!l?de 
&eZuel sal ins Ja%aquazlnyDS ap au.+o?q~ np ~uau~~sop.xa~u~,~ Jnod 
anZolrweI1 IS:, ‘wqg s3yelnurwao sap_~.ouow sai mod [p] ua ?uuop ‘wIns?l a~) 
wuua?Iooq suo!leI?do sal Ied nualqo lsa *x la ‘{ 1) = u pi e 7.10 ‘laga ug 
w.m~assv~m~u~ md la sauuyooq ouoyv.ydo sal md a,aumJ ~a &,i~ ZI LC 
mm J,_y) sap.~oucur-snos sal sn@l ‘_y 3 x mod {x} s~alo8u~s sal snug nmua~uo~ *x 
3p saymd ap al~~tmf atgad snld vi jsa JZ * x alT!umj vi ‘_y 3aqvydlv anbay mod *(&H 
g@- j J.-F. Ptmot 
iowlXsignons par G !a plus petite vaxibtti fermbe par 6toile. Ii s’agit de 
f souve r&le G = %#li. 
Pko;)oaiftiion 33. Pour tout alphakt X, la famile X* G contieni! toutes les parties 
.D’apr& WI r&u&at de Pin [elf, tout monocle fini divise le monozde syntactique 
Synt(t*) pou.r un certain langage Cni L: la I?rapositian 3.3 entraine done que la 
vari&6 de monoides M(G) contient tous !es monoides finis, ce qui signifie que 
6 = %QO. 
IMmwMra’Bon de la Prop&&n 3.3. I! suffit de monter que, pour tout aiphabei X, 
!a fami!ie X* G contient chaque singoiet {w}, avec w E X*. Nous pro&dons par 
itap wwssives. 
Rappeions qu’on appeiie iangage local, QU “standard regular event” tout iangage 
de !a forme (AX* n X*B)\X* KY* avec A, B c X et V c X2. 
RMBEW 3.4. Pour tout alphabet X. X*G contient tous les iangages locaux SW X. 
Rcarva X*G &ant ferm& g~,r les opkations boo!Cenues, ii suffit de montrer qae 
pout tout x e A; i’idkai a droite xX* et I’idCai 5 gauche X*x sont dans X*G, ainsi 
que I’idkai bi!at&re X*x’x”X* pour tout couple .(Y, x”) E X x X. 
Nous pouvons &p!wser que X contient au moins deux lettres, ie cas air 
Card(X)= 1 se traitant par un monomorphisme inverse. Le caicui montre aRors 
que, queique soit ie cOup!e (IC’, xi’J9 ie mono?de Synt (X*x’x”X*) divise le mono’ide 
M6 form6 d‘un Mment neutre, d’un <z&-o et d’une .%ciasse r&uii8re de format 
2x2, ayant un groupe de structure trivia! et contenant 3 idempotents; en outre, 
Synt(X*x) et Synt(LX*) sont isomorphes B des sous-mondides de M6. 11 s&it done 
de prouver que M6 E M(G). 
Pow cela, nous observons que X*,G contient ie langage vidc PI, done aussi !e 
singo!et (1) =p, dont !e mono’ide syntactique st Vi, et que par suite G contient Ia 
variCtf des de&trei!!is. ConsidQrons, sur un alphabet 9 3 iettres 2 =(x, y, z)~ ie 
iangaB= L = ({rr, y)*\x*)u z*: Synt (L) est un demi-treillis, d’oti L et L* E 2°C Le 
ca!cu! montre que M6 est un sow-monoide de Synt(L*), ce qui ktabiit ie Lenme 
3.4. 
Appelsns mot muitiiintaire sur X tout mot w E X* qui vkifie lwlz 6 1 pour tout 
TG est un mot mti!ti!inkire, ie singoiet {w) c.st un langage local, 
ob~nu9~~A=(xl),B=(xr)etX*\V=(~i~i+l: i=l,...,k-ii. 
~~~~ ~GWCMIS done Qnoncez: 
33. POW iBut a&dhdX, la famille X*G contient aus ies sii&els (w), 01.2 
w e@ tin mot multilirukire sur X. 
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Le e 3.6. Pour tout alphabet X et tout mot w E X*, ie sous-monai’de w * fait partie 
de X%. 
Gmonstration. Etant donne un mot w E X”, on construit un aiphabet fini Y, un 
homomorphisme cp :X*+ Y* et un langage E E Y”‘G tels que w* = cp-‘(IF). Le 
r&&tat suit de la propriete (ii) des varietes de langages. 
Posork X =(x1, x2, . . . , x4}. Pour chaque lettre xi C: X soit ki = 1 w Ix, ; on considere 
iii+1 cop&de xi, notes xp, xi,. . . , xfi. 
On d6finit Y = {xi : 1 s i s 9, 0 pi s ki}, et I’homornorphisme cp par 
p(Xi)=XqXt ’ l 0 xfi pour i = P,2,. . . , q. 
I1 est clair que p est injectif. 
Supposons que l’injtiale de w soit x1, designons par xr la lettre finale de w, et 
posons p = 1 w I. On construit 
E={eo,el ,..., e,)avece0=x~,e,=#,etpourI=1,2 ,..., p-l, 
ei 
k, 0 1 z-x;&+” 9 l . xi XIXj * l * q’, 
oti .1Ci est la Icttre qui appara?t au rang e dans w, et x, au rang J + 1; et oti on a pris 
r = WI Xi) s I I = 1 + 1 w&,, wl designant le facteur gauche de MI de longueur 1. 
Chaque singolet {ei} est dans Y*G: pour I = 0 et I = p, el est une lettre et k 
Lemme T.5 s’applique; pour I = 1,2, . . . , p -_ 1, en reprewnt les notations ci-dessus 
on voit que si i #j le mot el est multilinkaire, et le Lemme 3.5 s’applique encorr~; si 
i = j, a” 3rs necessairement s = r + 1, xl = xi”-’ et l’initiale et la finale de el sent 
identiques, toutes les autres occurrences &ant differentes les unes des autres: lc 
mot el est “presque multilineaire”, et comme dam ce cas on a lell > 2 ii vient, 
comme pour les mots multilineaires 
(eJ = (xfY* n Y*x’)\X” VX’ 
oh V c: If2 est defini px 
et on a bten {Q}E Y*G d’apres le Lemme 3.4. 
Par co&q lent, E = uzO {e,} est dans Y*G ainsi eque E*. 
On a alors q(w)= eoele2 l l = e,D_lepE E*, done cpiw*jc E”:x& 
verifier que _+5* n cp(X*) = *y<ic?~ . J, d’ou on tirera &(E*) = kk, 
rceherchs:. puisque q est injectif. 
Pour cela, on observe que si un mot 
appartient a &X*), avec u E E* al 
ar suite doit et 
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dkn Eniot de E et d’un mot de rp(.X): fa seule possible st uy et le mot de ES est eo. 
C&i mmtre que chaque mot de E*n cp(X*) est de la forme (soeI -0 l e,J pour un 
entier it convenabfe, tachCve de prouver le lemme 3.6. 
Pow n = 0 et r?$ =I, ie f&t ,a 6k! &abli pr&%demment, Soit doni: n > 1. Le 
mon&k s>2t(X’c) est Z l,ni41 engendl6 par un kl&ment a v&ifiant an-r-2 = a”” et 
&J r4t f 4’ pow tout i < FR + 1: il sufbt done de trouww Ckns M(G) un monoi’de AC& 
conteraPnt UB Clement qui v&ifie ces delax conditions. Considkons un alphabet 
2 = {x9 1~): nous avons (yx n-1)*~ z’*G d’apr& Ie Lemme 3.6, et Z*xyZ* E Z’CZ 
d’aprk le Lemme 3.4, d’oti nous tirorw 
Q’autre part, le Lemme 3.5 nous donne {XY)E 2%; done aussi {yx”-I, xy} et 
{j% n-1, xy)*@. Or, dans le monokde syntactique $e ce dernier langage, l’kmage cz x 
de les propriCt& requises, ce qui kablit le Lemme 3.7. 
I?‘k de Ion d&aonstroltlon daTh&w&me 4. Soit w un mot quelconque de X* : d’apr$s le 
Lemmne 3.6 now avons IV* EX*G, et en choisissant  = 11~1, X” E X*G d’aprbs le 
Lemme 3.7. XI vient alors 
{w}= w*nXnEXSG. . 
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